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Ïåðåäìîâà

Êîëè øêîëÿði âïåðøå çíàéîìëÿòüñÿ ç ìàòåìàòèêîþ, ¨ì ãîâîðÿòü,
ùî ìàòåìàòèêà � öå íàóêà ïðî ÷èñëî òà ãåîìåòðè÷íi ôiãóðè.
Âóçiâñüêèé êóðñ ìàòåìàòèêè âêëþ÷à¹ àíàëiòè÷íó ãåîìåòðiþ,
ãîëîâíà ìåòà ÿêî¨ � ïðåäñòàâèòè ãåîìåòðè÷íi îá'¹êòè ìîâîþ
÷èñåë. Òàêèì ÷èíîì âèõîäèòü, ùî ÷èñëà � öå îñíîâíèé ïðåäìåò
âèâ÷åííÿ â ìàòåìàòèöi.

Ïîíÿòòÿ ÷èñëà ¹ ïî÷àòêîâèì äëÿ áàãàòüîõ ìàòåìàòè÷íèõ
òåîðié, à çàäà÷à ïîáóäîâè îñíîâíèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì � îäíà
ç íàéâàæëèâiøèõ çàäà÷ ÿê øêiëüíîãî êóðñó ìàòåìàòèêè, òàê i
ìàòåìàòèêè âçàãàëi.

Îñíîâíèìè ÷èñëîâèìè ñèñòåìàìè ¹:
� ñóêóïíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë N,
� ñóêóïíiñòü öiëèõ ÷èñåë Z,
� ñóêóïíiñòü ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë Q(ab , äå a, b ∈ Z, b ̸= 0),
� ñóêóïíiñòü äiéñíèõ ÷èñåë R, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç ðàöiîíàëüíèõ

òà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
� ñóêóïíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç äiéñíèõ,

óÿâíèõ ÷èñåë òà ¨õ êîìáiíàöié.
Iñòîðè÷íî ñêëàëîñÿ òàê, ùî ðîçóìiííÿ òà âèêîðèñòàííÿ öèõ

÷èñëîâèõ ñèñòåì ðîçâèâàëîñÿ ïðîòÿãîì êiëüêîõ òèñÿ÷îëiòü, áiëüø-
ìåíø â òîìó ïîðÿäêó, ÿêèé âêàçàíî. Iñíóþòü äåÿêi ïåðåêîíëèâi
ïðè÷èíè òîãî, ùî êîìïëåêñíi ÷èñëà ñòàëè â ÿêîìóñü ðîçóìiííi
çàâåðøåííÿì öüîãî ðîçâèòêó. Ìè áóäåìî íàìàãàòèñÿ äàòè
ñèñòåìàòè÷íèé ðîçãëÿä öüîãî ðîçâèòêó, i ç'ÿñó¹ìî, ùî íå áóëî
íi÷îãî âèïàäêîâîãî.

�äèíîþ âèïàäêîâiñòþ â öüîìó ïèòàííi ¹ ëèøå âèêîðèñòàííÿ
äåÿêèõ ñëiâ, òàêèõ ÿê ¾ðàöiîíàëüíèé¿, ¾iððàöiîíàëüíèé¿,
¾äiéñíèé¿, ¾êîìïëåêñíèé¿. Àëå ñèëà çâè÷êè óòðèìó¹ íàñ âiä
çàìiíè ¨õ íà áiëüø ïiäõîäÿùi.

Ìè ç âàìè òðîõè ðîçóìi¹ìî ïðèðîäó ðiçíèõ ÷èñåë òà âìi¹ìî
ïðîâîäèòè ç íèìè àðèôìåòè÷íi äi¨. Àëå âèíèêàþòü äåÿêi ïèòàííÿ,
íàïðèêëàä, çâiäêè ìè çíà¹ìî, ùî ÷èñëî

√
2 íå ðàöiîíàëüíå? Ùî
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ìà¹ìî íà óâàçi, êîëè ãîâîðèìî, ùî π ïðèáëèçíî äîðiâíþ¹ 22
7 i,

ùî áiëüø òî÷íiøå, öå íàáëèæåííÿ äîðiâíþ¹ 3, 1416, à ùå áiëüø
òî÷íiøå 3, 14159? Ìè çâèêëè äóìàòè ïðî äiéñíi ÷èñëà, ùî öå
÷èñëà, ÿêi âèìiðþþòü äîâæèíó, à ¨õ äîáóòîê (íàïðèêëàä π

√
2) �

ÿê ÷èñëà, ÿêi âèìiðþþòü ïëîùó ïðÿìîêóòíèêà. ×îìó ìè â ÿêîñòi
ìiðè ïëîùi áåðåìî äiéñíå ÷èñëî? Îñü äåÿêi ç ïèòàíü, íà ÿêi ìè
áóäåìî íàìàãàòèñÿ âiäïîâiäàòè.

Îñíîâíà ìåòà êóðñó ¾×èñëîâi ñèñòåìè¿ � ïîáóäîâà i âèâ÷åííÿ
ñèñòåì íàòóðàëüíèõ, öiëèõ, ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ i êîìïëåêñíèõ
÷èñåë íà àêñiîìàòè÷íié îñíîâi.

Äëÿ äîñÿãíåííÿ îñíîâíî¨ ìåòè â êóðñi ¾×èñëîâi ñèñòåìè¿
ðîçâ'ÿçóþòüñÿ îñíîâíi çàâäàííÿ:

� ïîãëèáëþ¹òüñÿ ðîçóìiííÿ ïðèíöèïîâî âàæëèâèõ ïèòàíü
îá ðóíòóâàííÿ ìàòåìàòèêè;

� îñòàòî÷íî ôîðìóþòüñÿ çíàííÿ ïðî âiäíîøåííÿ, àëãåáðà¨÷íi
îïåðàöi¨, àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè òà ¨õ içîìîðôiçì;

� ïîãëèáëþþòüñÿ çíàííÿ ïðî àêñiîìàòè÷íèé ìåòîä ó
ìàòåìàòèöi, åòàïè éîãî ðîçâèòêó, ïðî ïðîáëåìè íåñóïåðå÷ëèâîñòi,
êàòåãîðè÷íîñòi òà íåçàëåæíîñòi ñèñòåìè àêñiîì;

� ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðèíöèïîâî âàæëèâi ïèòàííÿ ðîçøèðåííÿ
àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì, ó òîìó ÷èñëi i ÷èñëîâèõ ñèñòåì òà, çîêðåìà,
ñèñòåìè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë äî ñèñòåìè ãiïåðêîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ó ðåçóëüòàòi âèâ÷åííÿ äèñöèïëiíè ñòóäåíòè ïîâèííi çíàòè:
� îçíà÷åííÿ, îñíîâíi âëàñòèâîñòi, êëàñèôiêàöiþ âiäíîøåíü òà

àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì;
� ñóòíiñòü àêñiîìàòè÷íîãî ìåòîäó, åòàïè éîãî ðîçâèòêó;
� îçíà÷åííÿ iíòåðïðåòàöi¨ òà ìîäåëi àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨,

ïðîáëåì íåñóïåðå÷ëèâîñòi, êàòåãîðè÷íîñòi òà íåçàëåæíîñòi
ñèñòåìè àêñiîì;

� îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi ôàêòè óïîðÿäêîâàíèõ íàïiâãðóï, ãðóï,
íàïiâêiëåöü, êiëåöü i ïîëiâ;

� îçíà÷åííÿ òà îñíîâíi âëàñòèâîñòi íîðìîâàíèõ êiëåöü i ïîëiâ,
âëàñòèâîñòi íîðìè;

� àêñiîìàòè÷íi òåîði¨ ñèñòåì íàòóðàëüíèõ, öiëèõ,
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ðàöiîíàëüíèõ, äiéñíèõ òà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë;
� òåîðåìó Ôðîáåíióñà ïðî àëãåáðè ñêií÷åííîãî ðàíãó ç

äiëåííÿì íàä ïîëåì äiéñíèõ ÷èñåë.
Ó ðåçóëüòàòi âèâ÷åííÿ äèñöèïëiíè ñòóäåíòè ïîâèííi âìiòè:
� ôîðìóëþâàòè îçíà÷åííÿ òà íàâîäèòè ïðèêëàäè âiäíîøåíü

ðiçíèõ òèïiâ;
� ôîðìóëþâàòè îçíà÷åííÿ òà íàâîäèòè ïðèêëàäè

óïîðÿäêîâàíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì, çîêðåìà, êiëåöü i ïîëiâ
ç àðõiìåäiâñüêèì i íåàðõiìåäiâñüêèì ïîðÿäêîì;

� ôîðìóëþâàòè àêñiîìàòè÷íi îçíà÷åííÿ ÷èñëîâèõ ñèñòåì,
äîâîäèòè òåîðåìè ïðî íåñóïåðå÷ëèâiñòü òà êàòåãîðè÷íiñòü ñèñòåì
àêñiîì;

� ôîðìóëþâàòè i äîâîäèòè òåîðåìè ïðî çâ'ÿçêè ÷èñåë ñèñòåìè,
ùî îòðèìàíà â ðåçóëüòàòi ìiíiìàëüíîãî ðîçøèðåííÿ ç ÷èñëàìè
ïîïåðåäíüî¨ ÷èñëîâî¨ ñèñòåìè;

� íàâîäèòè ïðèêëàäè ëiíiéíèõ àëãåáð íåñêií÷åííîãî i
ñêií÷åííîãî ðàíãiâ, àëãåáð ç äiëåííÿì, âìiòè äîâîäèòè òåîðåìó
Ôðîáåíióñà òà ¨¨ àíàëîãè äëÿ ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ òà ïîëÿ
êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Íàâ÷àëüíi çàâäàííÿ äàíîãî ïîñiáíèêà ïîâíiñòþ îõîïëþþòü
âñi òåìè êóðñó ¾×èñëîâi ñèñòåìè¿, ùî âèíîñÿòüñÿ íà ïðàêòè÷íi
çàíÿòòÿ ó V ñåìåñòði íà ôiçèêî-ìàòåìàòè÷íîìó ôàêóëüòåòi.

Ó ïîñiáíèêó íàâîäÿòüñÿ ðîçðîáêè ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü ç êóðñó
¾×èñëîâi ñèñòåìè¿, çìiñò êîíòðîëüíî¨ ðîáîòè ç ïðèêëàäàìè
ðîçâ'ÿçàííÿ òèïîâèõ çàâäàíü òà iíäèâiäóàëüíå çàâäàííÿ äëÿ
êîæíîãî ñòóäåíòà.

Êîæíå çàíÿòòÿ êðiì âèçíà÷åíî¨ òåìè ìiñòèòü ìåòó, íåîáõiäíi
îçíà÷åííÿ, îñíîâíi çàäà÷i (âîíè ðîçâ'ÿçóþòüñÿ â àóäèòîði¨) òà
çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè.

Ó âñòóïi äî êîæíîãî çàíÿòòÿ íàâîäèòüñÿ ïåðåëiê ïîíÿòü i
òâåðäæåíü, áåç çíàííÿ ÿêèõ íåìîæëèâî ðîçâ'ÿçóâàòè çàâäàííÿ.
Îñòàííié ìîæå âèêîðèñòîâóâàòèñÿ äëÿ äîâiäîê, îäíàê çíàéîìñòâî
ç íèì æîäíèì ÷èíîì íå ìîæå çàìiíèòè îïðàöþâàííÿ âiäïîâiäíèõ
ðîçäiëiâ ç ïiäðó÷íèêà ÷è êîíñïåêòó ëåêöié.
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Ïîçíà÷åííÿ

|a| � ïîðÿäîê åëåìåíòà a;
AutG � ãðóïà âñiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G;
C � ìíîæèíà (àáî àäèòèâíà ãðóïà, àáî ïîëå) êîìïëåêñíèõ

÷èñåë;
E � îäèíè÷íà ïiäãðóïà ãðóïè;
e � îäèíè÷íèé (íåéòðàëüíèé) åëåìåíò ãðóïè;
G/H � ôàêòîð�ãðóïà ãðóïè G çà íîðìàëüíîþ ïiäãðóïîþ H;
InnG � ãðóïà âñiõ âíóòðiøíiõ àâòîìîðôiçìiâ ãðóïè G;
Im φ � îáðàç ãîìîìîðôiçìó φ;
Ker φ � ÿäðî ãîìîìîðôiçìó φ;
Mn(P ) � àäèòèâíà ãðóïà ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç êîåôiöi¹íòàìè

ç ïîëÿ P ;
N � ìíîæèíà (àáî àäèòèâíà íàïiâãðóïà) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë;
Q � ìíîæèíà (àáî àäèòèâíà ãðóïà, àáî ïîëå) ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë;
Q∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q+ � ìíîæèíà (àáî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà) âñiõ äîäàòíèõ

ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë;
Q8 � ãðóïà êâàòåðíiîíiâ;
R � ìíîæèíà (àáî àäèòèâíà ãðóïà, àáî ïîëå) äiéñíèõ ÷èñåë;
R+ � ìíîæèíà (àáî ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà) âñiõ äîäàòíèõ

äiéñíèõ ÷èñåë;
R∗ � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà ïîëÿ äiéñíèõ ÷èñåë;
Sn � ñèìåòðè÷íà ãðóïà âñiõ ïiäñòàíîâîê ñòåïåíÿ n;
T � ìóëüòèïëiêàòèâíà ãðóïà êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, ìîäóëü ÿêèõ

äîðiâíþ¹ 1;
Z � ìíîæèíà (àáî àäèòèâíà ãðóïà, àáî êiëüöå) öiëèõ ÷èñåë;
Zn� ìíîæèíà (àáî àäèòèâíà ãðóïà, àáî êiëüöå) êëàñiâ ëèøêiâ

çà ìîäóëåì ÷èñëà n;
φ ◦ ψ � êîìïîçèöiÿ âiäîáðàæåíü φ i ψ (òîáòî

(φ ◦ ψ)(x) = ψ(φ(x)) ).
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Çàíÿòòÿ 1. Íàéïðîñòiøi ëîãi÷íi i òåîðåòèêî-

ìíîæèííi ïîíÿòòÿ. Âiäíîøåííÿ òà ôóíêöi¨.

Îñíîâíi âèäè âiäíîøåíü

Ìåòà çàíÿòòÿ: ðîçãëÿíóòè îñíîâíi òåîðåòèêî-ìíîæèííi
ïîíÿòòÿ, âiäíîøåííÿ òà îñíîâíi âèäè âiäíîøåíü.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Ïðÿìèì (äåêàðòîâèì) äîáóòêîì ìíîæèíè A i B
íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíà A×B = {(a, b)|a ∈ A ∧ b ∈ B}.

Ïðè öüîìó A×B = ∅ ⇔ A = ∅ ∨B = ∅.
Áóäü-ÿêà ïiäìíîæèíà S ïðÿìîãî äîáóòêó A × B íàçèâà¹òüñÿ

áiíàðíèì âiäíîøåííÿì, çàäàíèì ó ìíîæèíàõ A i B.
Áiíàðíå âiäíîøåííÿ α, âèçíà÷åíå â ìíîæèíàõ A i B,

íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöiîíàëüíèì, ÿêùî

(∀a ∈ A)(∃!b ∈ B)((a, b) ∈ α).

Ðîçðiçíÿþòü âiäîáðàæåííÿ:
1) ñþð'¹êòèâíå (ìîíîìîðôíå), ÿêùî

∀b ∈ B∃a ∈ A(α(a) = b)

ïðè öüîìó ìíîæèíà A âiäîáðàæà¹òüñÿ íà âñþ ìíîæèíó B;
2) ií'¹êòèâíå (åïiìîðôíå), ÿêùî

∀a1, a2 ∈ A(a1 ̸= a2 ⇒ α(a1)α ̸= α(a2)),

òîáòî ðiçíi åëåìåíòè ç A âiäîáðàæàþòüñÿ â ðiçíi åëåìåíòè ç B;
3) ái¹êòèâíå (içîìîðôíå), ÿêùî âîíî îäíî÷àñíî

ñþð'¹êòèâíå i ií'¹êòèâíå.
Ôóíêöiÿ S : An → A íàçèâà¹òüñÿ n-àðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ

îïåðàöi¹þ.
Áiíàðíå âiäíîøåííÿ α, çàäàíå â ìíîæèíi A, íàçèâàþòü:
1) Çâ'ÿçíèì, ÿêùî ∀a, b ∈ A(a = b ∨ (a, b) ∈ α ∨ (b, a) ∈ α).
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2) Íåâ'ÿçíèì, ÿêùî ∀a, b ∈ A(a ̸= b ∨ (a, b) ∈ α ∨ (b, a) ∈ α).
3) Ðåôëåêñèâíèì, ÿêùî ∀a ∈ A((a, a) ∈ α).
4) Àíòèðåôëåñèâíèì, ÿêùî ∀a ∈ A((a, a) ∈ α).
5) Ñèìåòðè÷íèì, ÿêùî ∀a, b ∈ A((a, b) ∈ α⇒ (b, a) ∈ α).
6) Àíòèñèìåòðè÷íèì, ÿêùî

∀a, b ∈ A((a, b) ∈ α ∧ (b, a) ∈ α⇒ a = b).

7) Àñèìåòðè÷íèì, ÿêùî ∀a, b ∈ A((a, b) ∈ α⇒ (b, a) ∈ α).
8) Òðàíçèòèâíèì, ÿêùî

∀a, b, c ∈ A((a, b) ∈ α ∧ (b, a) ∈ α⇒ (a, c) ∈ α).

Íåõàé ρ, σ � áiíàðíi âiäíîøåííÿ íà ìíîæèíi A.
Ïiä êîìïîçèöi¹þ âiäíîøåíü ρ i σ ðîçóìiþòü òàêå áiíàðíå

âiäíîøåííÿ τ , ùî ïàðà (a, b) íàëåæèòü äî τ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
çíàéäåòüñÿ òàêèé åëåìåíò c ∈ A, ùî (a, c) ∈ ρ i (c, b) ∈ σ.

ßêùî τ � êîìïîçèöiÿ âiäíîøåííÿ ρ i σ , òî τ = ρ ◦ σ.
Áiíàðíå âiäíîøåííÿ α, çàäàíå â ìíîæèíi A, íàçèâà¹òüñÿ
1) âiäíîøåííÿì òîëåðàíòíîñòi, ÿêùî âîíî ðåôëåêñèâíå i

ñèìåòðè÷íå;
2) âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi, àáî ïðîñòî åêâiâàëåíòíiñòþ

íà A, ÿêùî âîíî ìà¹ âëàñòèâîñòi ðåôëåêñèâíîñòi, ñèìåòðè÷íîñòi i
òðàíçèòèâíîñòi;

3) âiäíîøåííÿì ñòðîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó, ÿêùî âîíî
òðàíçèòèâíå, àíòèðåôëåêñèâíå, àñèìåòðè÷íå i çâ'ÿçíå;

4) âiäíîøåííÿì íåñòðîãîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó, ÿêùî âîíî
òðàíçèòèâíå, ðåôëåêñèâíå i àíòèñèìåòðè÷íå i çâ'ÿçíå.

5) âiäíîøåííÿì ñòðîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, ÿêùî âîíî
òðàíçèòèâíå, àíòèðåôëåêñèâíå, àñèìåòðè÷íå i íåçâ'ÿçíå;

6) âiäíîøåííÿì íåñòðîãîãî ÷àñòêîâîãî ïîðÿäêó, ÿêùî
âîíî òðàíçèòèâíå, ðåôëåêñèâíå i àíòèñèìåòðè÷íå i íåçâ'ÿçíå.
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Îñíîâíi çàäà÷i

1. Ùî ìîæíà ñêàçàòè ïðî ìíîæèíè A i B, ÿêùî:
a) â A×B ¹ åëåìåíòè âèäó (x, x); b) A×B = B ×A;
c) A×B ìà¹ ëèøå îäèí åëåìåíò;
d) A×B ìà¹ ðiâíî 5 åëåìåíòiâ?

2. Íåõàé A,B,C � äîâiëüíi ìíîæèíè. Äîâåñòè, ùî
a) A ⊆ B ∧B ⊆ C =⇒ A ⊆ C;
b) (A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C);
c) A \B = A⇐⇒ A ∩B = ∅.

3. Äîñëiäèòè òà êëàñèôiêóâàòè áiíàðíi âiäíîøåííÿ:
a) ∀x, y ∈ R (xSy ⇔ |x| = |y|);
b) ∀x, y ∈ R (xSy ⇔ x > y + 1).
c) M � äîâiëüíà ìíîæèíà, P (M) � ¨¨ áóëåàí i

∀A,B ∈ P (M) (ASB ⇔ A ⊆ B).
d) ∀(a, b), (c, d) ∈ (Z × Z \ {0}) ((a, b)S(c, d) ⇔ ad = bc).

4. Ç'ÿñóâàòè, ÿêi ç íàñòóïíèõ âiäíîøåíü áóäóòü âiäíîøåííÿìè
ïîðÿäêó (ñòðîãîãî ïîðÿäêó):

a) â ìíîæèíi ñòóäåíòiâ ãðóïè äâi ëþäèíè çíàõîäÿòüñÿ ó
âiäíîøåííi ρ, ÿêùî ïåðøèé ç íèõ çà çðîñòîì áiëüøèé äðóãîãî;

b) â ìíîæèíi N ÷èñëà a i b çíàõîäÿòüñÿ ó âiäíîøåííi ρ, ÿêùî
êiëüêiñòü öèôð â äåñÿòêîâîìó çàïèñi ïåðøîãî ÷èñëà íå áiëüøà
êiëüêîñòi öèôð äðóãîãî ÷èñëà;

c) â ìíîæèíi R âiäíîøåííÿ ρ = {(a, b)|a2 > b2, a, b ∈ R};
d) â ìíîæèíi Z+ âiäíîøåííÿ aρb↔ (a− b) � ïàðíå ÷èñëî.

5. Íåõàé P � âiäíîøåííÿ ïàðàëåëüíîñòi ïðÿìèõ ïëîùèíè, à T �
âiäíîøåííÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòi ïðÿìèõ öi¹¨ æ ïëîùèíè. Çíàéòè:

1) P ◦ T ; 2) T ◦ P ; 3) P ◦ P ; 4) T ◦ T .

6. Çíàéòè S1 ◦ S2, ÿêùî
S1 = {(x, y)|x, y ∈ R∧y = x−1}, S2 = {(x, y)|x, y ∈ R∧y = |x|}.
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7. ßêi ç íàâåäåíèõ âiäíîøåíü ¹ ôóíêöiÿìè? Âêàçàòè îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ i îáëàñòü çíà÷åíü öèõ ôóíêöié.

1) {(x, y)|x, y ∈ N∧y = x3}, 2) {(x, y)|x, y ∈ N∧x < y < x+5}.

8. ×è áóäå T âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó â N, ÿêùî

{T = (x, y)|x, y ∈ N ∧ (x, y) ∈ T ⇔ x = y ∨ (x, y) = 1}

9. Çíàéòè ãðàôi÷íî êîìïîçèöiþ ãðàôiêiâ ôóíêöié y = x − 1 i
y = |x|.

10. ßêi ç âiäîáðàæåíü ìíîæèíè âñiõ öiëèõ ÷èñåë ó ìíîæèíó
öiëèõ íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë ¹ ñþð'¹êòèâíèìè, ái¹êòèâíèìè
âiäîáðàæåííÿìè:

1) f(n) = n2; 2) f(n) = |n|;

3) f(n) =

{
2n, ÿêùî n ≥ 0;
2|n| − 1, ó ïðîòèâíîìó ðàçi.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

11. Íåõàé A,B,C � äîâiëüíi ìíîæèíè. Äîâåñòè, ùî
1) (A ∪B)× C = (A× C) ∪ (B × C);
2) (A \B)× C = (A× C) \ (B × C);
3) (A ∩B)× C = (A× C) ∩ (B × C);
4) A ⊆ B ⇔ ((A× C) ⊆ (B × C)) ∧ ((C ×A) ⊆ (C ×B)).

12. Íåõàé A ¹ ìíîæèíà ëþäåé, ÿêi áóäü-êîëè æèëè íà Çåìëi, T ¹
âiäíîøåííÿì ¾. . . ¹ áàòüêîì . . . ¿, à S - âiäíîøåííÿ ¾. . . ¹ ìàòið'þ
. . . ¿. Ùî îçíà÷àþòü âiäíîøåííÿ T ◦ S i S ◦ T?

13. Äîñëiäèòè òà êëàñèôiêóâàòè áiíàðíi âiäíîøåííÿ:
1) ∀x, y ∈ R (xSy ⇔ [x] = [y]);
2) ∀x, y ∈ Z (xSy ⇔ x ≤ y + 1);
3) ∀x, y ∈ Z (xSy ⇔ x = y2);
4) ∀(a, b), (c, d) ∈ N2 ((a, b)S(c, d) ⇔ a+ d = b+ c);
5) ó ìíîæèíi A = {0, 1} ââåäåìî âiäíîøåííÿ ¾≻¿ íàñòóïíèì

÷èíîì: 0 ≻ 0, 1 ≻ 0, 1 ≻ 1, 0 ≻ 1. Äîâåñòè, ùî âiäíîøåííÿ ¾≻¿ ¹
âiäíîøåííÿì ëiíiéíîãî ïîðÿäêó, ÿêå ¹ íi ñòðîãèì, íi íåñòðîãèì.
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14. ßêi ç âiäíîøåíü, âèçíà÷íèõ ó Z ¹ ôóíêöiîíàëüíèìè:

1) x
...y, 2) x+ y = 0, 3) x+ 1 = y, 4) |x|+|y|=1?

15. Íà ìíîæèíi A = {1, 2, 3, 4} çàäàéòå âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó:
1) íåñòðîãîãî òà íåëiíiéíîãî,
2) ñòðîãîãî òà íåëiíiéíîãî,
3) íåñòðîãîãî òà ëiíiéíîãî,
4) ñòðîãîãî òà ëiíiéíîãî.

16. Ïîáóäóéòå ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà ìíîæèíi N× N.

17. Íàçâåìî äâà ñëîâà ¾ñõîæèìè¿, ÿêùî ¨õ ìîæíà óòâîðèòè îäíå
ç îäíîãî, çàìiíèâøè íå áiëüøå îäíi¹¨ áóêâè. Çà äîïîìîãîþ òàêèõ
¾ñõîæèõ¿ ñëiâ ïåðåòâîðèòè ¾ìóõó¿ â ¾ñëîíà¿.
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Çàíÿòòÿ 2. Îñíîâíi êëàñè÷íi àëãåáðà¨÷íi

ñèñòåìè

Ìåòà: ðîçãëÿíóòè îñíîâíi êëàñè÷íi àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè:
íàïiâãðóïè, ãðóïè, íàïiâêiëüöÿ, êiëüöÿ, ïîëÿ.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Ãðóïî¨äîì íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G ç âèçíà÷åíîþ
áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ.

Íàïiâãðóïîþ íàçèâà¹òüñÿ íåïîðîæíÿ ìíîæèíà G ç
áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ ¾∗¿, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi
àñîöiàòèâíîñòi: äëÿ äîâiëüíèõ a, b, c ∈ G

(a ∗ b) ∗ c = a ∗ (b ∗ c).

Íàïiâãðóïà íàçèâà¹òüñÿ ìîíî¨äîì ÿêùî iñíó¹ íåéòðàëüíèé
åëåìåíò: iñíó¹ òàêèé åëåìåíò e ∈ G, ùî äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ G

a ∗ e = e ∗ a = a.

Ìîíî¨ä íàçèâà¹òüñÿ ãðóïîþ ÿêùî iñíó¹ îáîðîòíèé åëåìåíò:
äëÿ êîæíîãî a ∈ G iñíó¹ òàêèé åëåìåíò a−1 ∈ G, ùî

a ∗ a−1 = a−1 ∗ a = e.

Íåõàé K � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, ç äâîìà çàäàíèìè áiíàðíèìè
îïåðàöiÿìè: äîäàâàííÿ ¾+¿ i ìíîæåííÿ ¾·¿.

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (K,+, ·) íàçèâà¹òüñÿ íàïiâêiëüöåì,
ÿêùî:

1) (K,+) � êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà;
2) (K, ·) � íàïiâãðóïà;
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3) äâi îïåðàöi¨ ïîâÿçàíi äèñòðèáóòèâíèì çàêîíîì:

∀a, b, c ∈ K((a+ b) · c = a · c+ b · c ∧ c · (a+ b) = c · a+ c · b).

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (K,+, ·) íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì, ÿêùî:
1) (K,+) � êîìóòàòèâíà ãðóïà;
2) (K, ·) � íàïiâãðóïà;
3) äâi îïåðàöi¨ ïîâÿçàíi äèñòðèáóòèâíèì çàêîíîì:

∀a, b, c ∈ K((a+ b) · c = a · c+ b · c ∧ c · (a+ b) = c · a+ c · b).

4) ÿêùî (K, ·) � êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà, òî (K,+, ·)
íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì êiëüöåì;

5) ÿêùî (K, ·) � êîìóòàòèâíà íàïiâãðóïà ç îäèíèöåþ
(êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä), òî (K,+, ·) íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì ç îäèíèöåþ.

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (K,+, ·) íàçèâà¹òüñÿ òiëîì, ÿêùî:
1) (K,+, ·) � êiëüöå;
2) K \ {0} ̸= Ø ∧ (K \ {0}, ·) � ãðóïà.

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (K,+, ·) íàçèâà¹òüñÿ ïîëåì, ÿêùî:
1) (K,+, ·) � êiëüöå;
2) K \ {0} ̸= Ø ∧ (K \ {0}, ·) � êîìóòàòèâíà ãðóïà.

Ïîëå� öå êîìóòàòèâíå òiëî.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. ×è ¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ:
1) âiäíiìàííÿ íà N;
2) äîäàâàííÿ íà ìíîæèíi Am öiëèõ ÷èñåë, áiëüøèõ äåÿêîãî

öiëîãî ÷èñëà m;
3) ïåðåòèí ïiäìíîæèí íà ìíîæèíi P (M) âñiõ ïiäìíîæèí äàíî¨

ìíîæèíè M.
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2. ×è áóäóòü íàñòóïíi îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë
êîìóòàòèâíèìè òà àñîöiàòèâíèìè:

1) a ∗ b = 7a|b|, 2) a ∗ b = a(b+ 1) + b, 3) a ∗ b = 2a+ b.

3. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþþòü ãðóïî¨ä, íàïiâãðóïó, ìîíî¨ä, ãðóïó
íàñòóïíi ìíîæèíè ç çàäàíèìè íà íèõ îïåðàöiÿìè:

1) (Z, ∗), äå n ∗m = n+m+ nm = (1 + n)(1 +m)− 1;
2) (N, ∗), äå a ∗ b = ab + 1;
3) (R, ∗), äå a ∗ b = a+ b+ 5;
4) (R,−), äå ¾−¿ � çâè÷àéíå âiäíiìàííÿ;
5) ìíîæèíà A ïàð (x, y) äiéñíèõ ÷èñåë, äå x ̸= 0, âiäíîñíî

îïåðàöi¨ ¾∗¿, ÿêùî (x1, y1) ∗ (x2, y2) = (x1x2, x1y2 + y1).
6) ìíîæèíà SLn(R) âñiõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n ç äiéñíèìè

åëåìåíòàìè i âèçíà÷íèêîì, ùî äîðiâíþ¹ îäèíèöi, âiäíîñíî
ìíîæåííÿ ìàòðèöü.

7) ìíîæèíà íåâèðîäæåíèõ ìàòðèöü âèäó

(
a 0
b c

)
ç äiéñíèìè

åëåìåíòàìè âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.

4. Ç'ÿñóâàòè, ÿêà ç çàäàíèõ ìíîæèí ¹ êiëüöåì, êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì, ïîëåì âiäíîñíî çàäàíèõ àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié
äîäàâàííÿ òà ìíîæåííÿ:

1) {a+ b
√
7|a, b ∈ Z}; 2) {a+ b

√
3|a, b ∈ Q};

3) ìíîæèíà êâàäðàòíèõ ìàòðèöü ïîðÿäêó n > 1 âiäïîâiäíî ç
íàòóðàëüíèìè, öiëèìè, ðàöiîíàëüíèìè, äiéñíèìè, êîìïëåêñíèìè
åëåìåíòàìè;

4)
{( a −b

b a

)
|a, b ∈ Z

}
;

5) (Z,⊕,⊗), äå a⊕ b = a+ b, a⊗ b = −ab.

5. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà P (M) âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè M
(áóëåàí ìíîæèíè M) ç îïåðàöiÿìè A + B = (A \ B) ∪ (B \ A),
A ·B = A ∩B, A,B ∈ P (M) ¹ êiëüöåì ç îäèíèöåþ, êîæíèé
åëåìåíò ÿêîãî çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííþ x2 = x.
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6. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà Zn = {0, 1, . . . , n − 1} ¹ êîìóòàòèâíèì
êiëüöåì ç îäèíèöåþ âiäíîñíî îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ çà
ìîäóëåì n:

a⊕ b = r, a⊗ b = s,
äå a+ b = nq + r, 0 ≤ r < n, ab = nt+ s, 0 ≤ s < n.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

7. ×è ¹ áiíàðíîþ àëãåáðà¨÷íîþ îïåðàöi¹þ:
1) äiëåííÿ íà Q;
2) ìíîæåííÿ íà ìíîæèíi Z \ 5Z öiëèõ ÷èñåë, íå êðàòíèõ 5,
3) ìíîæåííÿ íà ìíîæèíi Am öiëèõ ÷èñåë, áiëüøèõ äåÿêîãî

öiëîãî ÷èñëà m;
4) îá'¹äíàííÿ ïiäìíîæèí íà ìíîæèíi P (M) âñiõ ïiäìíîæèí

äàíî¨ ìíîæèíè M.

8. ×è áóäóò íàñòóïíi îïåðàöi¨ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë
êîìóòàòèâíèìè òà àñîöiàòèâíèìè:

1) a ∗ b = a+ b+ 7,
2) a ∗ b = [a] + b, [a] � öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà a,
3) a ∗ b = a(b+ 1) + b(a+ 1).

9. Ç'ÿñóâàòè, ÷è óòâîðþþòü ãðóïî¨ä, íàïiâãðóïó, ìîíî¨ä, ãðóïó
íàñòóïíi ìíîæèíè ç çàäàíèìè íà íèõ îïåðàöiÿìè:

1) (N, ∗), äå a ∗ b = max{a, b};
2) (R+, ∗), äå a ∗ b = a2b2;

3) ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü âèäó

{ 0 0 0
0 a 0
0 0 b

 |a, b ∈ R\{0};

}
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ;

4) ìíîæèíà âñiõ âåêòîðiâ ïëîùèíè âiäíîñíî îïåðàöi¨
äîäàâàííÿ âåêòîðiâ.

10. Íà ìíîæèíi P ïàð (a, b) äiéñíèõ ÷èñåë âèçíà÷åíî îïåðàöi¨ ¾⊕¿
i ¾⊗¿ çà ôîðìóëàìè

(a, b)⊕ (c, d) = (a+ c, b+ d),
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(a, b)⊗ (c, d) = (ac− bd, ad+ bc).

×è ¹ (P,⊕,⊗) êiëüöåì, ïîëåì?

11. Äîâåñòè, ùî åëåìåíò, äî ÿêîãî iñíó¹ îáåðíåíèé åëåìåíò, íå
ìîæå áóòè äiëüíèêîì íóëÿ.

12. Íà ìíîæèíi R0 = R\{0} âèçíà÷åíà áiíàðíà îïåðàöiÿ ¾∗¿, ÿêà
çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:

1) ∀x, y, z ∈ R0((x, y) ∗ z = x(y ∗ z));
2) ∀x ∈ R0(x ∗ x = 1);
Îá÷èñëèòè 12 ∗ 18 i ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ óìîâè 1) i 2) íåçàëåæíèìè.
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Çàíÿòòÿ 3. Ãîìîìîðôiçìè òà içîìîðôiçìè

àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì.

Ìåòà: ïåðåâiðêà àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì íà ãîìîìîðôíiñòü òà
içîìîðôíiñòü

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Íåõàé A � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà, {α1, α2, ..., αk} � ìíîæèíà
âèçíà÷åíèõ íà A àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié, {ω1, ω2, ..., ωr}� ìíîæèíà
âèçíà÷åíèõ â A âiäíîøåíü, {a1, a2, ..., as} � ìíîæèíà âèäiëåíèõ
(ôiêñîâàíèõ) åëåìåíòiâ iç A. Òîäi âïîðÿäêîâàíó ÷åòâiðêó

(A, {α1, α2, ..., αk}, {ω1, ω2, ..., ωr}, {a1, a2, ..., as})

íàçèâàþòü àëãåáðà¨÷íîþ ñèñòåìîþ.

Äâi àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè
(A, {α1, α2, ..., αk}, {ω1, ω2, ..., ωr}, {a1, a2, ..., as}),
(B, {β1, β2, ..., βm}, {σ1, σ2, ..., σn}, {b1, b2, ..., bt})
íàçèâàþòü îäíîòèïíèìè, ÿêùî:
1) k = m, r = n, s = y;
2) âiäïîâiäíi îïåðàöi¨ αj i βj ìàþòü îäíàêîâó àðíiñòü (îäíàêîâó

êiëüêiñòü àðãóìåíòiâ) äëÿ âñiõ j = 1, 2, ..., k = m;
3) âiäïîâiäíi âiäíîøåííÿ ωi i σi ìàþòü îäíàêîâó àðíiñòü

(îäíàêîâó êiëüêiñòü àðãóìåíòiâ) äëÿ âñiõ i = 1, 2, ..., r = n.
Äâi îäíîòèïíi àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè
(A, {α1, α2, ..., αk}, {ω1, ω2, ..., ωr}, {a1, a2, ..., as}),
(B, {β1, β2, ..., βk}, {σ1, σ2, ..., σr}, {b1, b2, ..., bs})
íàçèâàþòüñÿ içîìîðôíèìè, ÿêùî iñíó¹ òàêå âçà¹ìíî

îäíîçíà÷íå âiäîáðàæåííÿ f ìíîæèíè A íà ìíîæèíó B
(içîìîðôiçì A íà B), ïðè ÿêîìó âèêîíóþòüñÿ óìîâè:

1) ∀x1, x2, ..., xp ∈ A
(fαj(x1, x2, ..., xp) = βj(f(x1), f(x2), ..., f(xp))),
f(x1), f(x2), ..., f(xp) ∈ B äëÿ âñiõ j = 1, 2, ..., k;
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2) ∀x1, x2, ..., xt ∈ A
((x1, x2, ..., xt) ∈ ωj ⇔ (f(x1), f(x2), ..., f(xp)) ∈ σj)
äëÿ âñiõ j = 1, 2, ..., k;

3) f(aj) = bj äëÿ âñiõ j = 1, 2, ..., s.
ßêùî ïðè öüîìó f ïðîñòî âiäîáðàæåííÿ, òî àëãåáðà¨÷íi

ñèñòåìè A i B íàçèâàþòüñÿ ãîìîìîðôíèìè, à ñàìå âiäîáðàæåííÿ
f � ãîìîìîðôiçìîì.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Íåõàé (A,+, ·), (B,⊕,⊗) � àëãåáðà¨÷íi ñèñòåìè ç âiäïîâiäíèìè
áiíàðíèìè îïåðàöiÿìè i f � ãîìîìîðôíå âiäîáðàæåííÿ A
íà B. Äîâåñòè, ùî îïåðàöi¨ ⊕ i ⊗ íà B ïîâ'ÿçàíi çàêîíîì
äèñòðèáóòèâíîñòi, ÿêùî öèì çàêîíîì ïîâ'ÿçàíi îïåðàöi¨ + i · íà A.

2. Íåõàé K =

{(
a b
b a

)
, a, b ∈ Z

}
. Äîâåñòè, ùî âiäîáðàæåííÿ

φ : K −→ Z : φ

(
a b
b a

)
= a− b � ãîìîìîðôiçì.

Çíàéòè ÿäðî ãîìîìîðôiçìó Ker φ.

3. Äîâåñòè, ùî:
à) ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë i ìíîæèíà öiëèõ ïàðíèõ ÷èñåë

içîìîðôíi âiäíîñíî äîäàâàííÿ;

á) ïîëå ìàòðèöü

(
a 0
0 a

)
, a ∈ R içîìîðôíå ïîëþ äiéñíèõ

÷èñåë;
â) âiäíîøåííÿ içîìîðôiçìó ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi.

4. Äîâåñòè, ùî ïîëÿ Q[
√
p] i Q[

√
q], äå p i q � ðiçíi ïðîñòi ÷èñëà,

íå içîìîðôíi.

5. Äîâåñòè, ùî â ñèñòåìi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ¹ áåçëi÷ ïiäíàïiâãðóï,
içîìîðôíèõ àäèòèâíié íàïiâãðóïi (N,+) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

6. Çíàéòè âñi àâòîìîðôiçìè ïîëÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë C, ïðè ÿêèõ
êîæíå äiéñíå ÷èñëî ïåðåõîäèòü â ñåáå.
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Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

7. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà öiëèõ ÷èñåë i ìíîæèíà öiëèõ ïàðíèõ
÷èñåë íå içîìîðôíi âiäíîñíî ìíîæåííÿ.

8. Äîâåñòè, ùî êiëüöå (K,⊕,⊗) ïàð (a, b) a, b ∈ R ç îïåðàöiÿìè

(a1, b1)⊕ (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2),

(a1, b1)⊗ (a2, b2) = (a1b2 + a2b1, a1a2 + b1b2)

içîìîðôíå êiëüöþ ìàòðèöü

(
b a
a b

)
, a, b ∈ R çà äîäàâàííÿì i

ìíîæåííÿì.

9. Äîâåñòè, ùî ãðóïî¨äè (R, ∗) i (R, ◦), äå x ∗ y =
|x+ y|

2
,

x ◦ y =
1

2

√
x2 + y2, íå içîìîðôíi.
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Çàíÿòòÿ 4. Çìiñòîâíà àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ

íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Àêñiîìè Ïåàíî i íàñëiäêè

ç íèõ.

Ìåòà: âèêîðèñòàííÿ àêñiîìè iíäóêöi¨ äëÿ äîâåäåííÿ
ìàòåìàòè÷íèõ ðiâíîñòåé òà íåðiâíîñòåé.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Àëãåáðó (N ;′ ,+, ·; 1) íàçèâàþòü ñèñòåìîþ íàòóðàëüíèõ

÷èñåë, äå N � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ¾′¿ � ñèìâîë
óíàðíî¨ àëãåáðà¨÷íî¨ îïåðàöi¨, ¾+¿ i ¾·¿ � ñèìâîëè áiíàðíèõ
àëãåáðà¨÷íèõ îïåðàöié íà N , ¾1¿ � âèäiëåíèé åëåìåíò ìíîæèíè
N , ÿêùî âèêîíóþòüñÿ àêñiîìè Ïåàíî:

n1. ∀a ∈ N(a′ ̸= 1);
n2. ∀a, b ∈ N(a′ = b′ ⇒ a = b);
n3. Àêñiîìà iíäóêöi¨:

∀M(M ⊆ N ∧ 1 ∈M ∧ ∀a ∈ N(a ∈M ⇒ a′ ∈M) ⇒M = N);
n4. ∀a ∈ N(a+ 1 = a′);
n5. ∀a, b ∈ N(a+ b′ = (a+ b)′);
n6. ∀a ∈ N(a · 1 = a);
n7. ∀a, b ∈ N(a · b′ = ab+ a).

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Äîâåäiòü çà äîïîìîãîþ àêñiîìè iíäóêöi¨ âëàñòèâîñòi äié íàä
íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè:

1) êîìóòàòèâíiñòü ìíîæåííÿ: ∀a, b ∈ N(a · b = b · a),
2) ëiâó äèñòðèáóòèâíiñòü: ∀a, b, c ∈ N(a · (b+ c) = a · b+ a · c).

2. Äîâåäiòü, ùî äëÿ âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë n ≥ 5 âèêîíó¹òüñÿ
2n > n2.

3. Äîâåäiòü, ùî ïðè äîâiëüíîìó íàòóðàëüíîìó n ÷èñëî 10n − 1
...9.
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4. Ïîçíà÷èâøè íàòóðàëüíi ÷èñëà ÿê 1′ = 2, 2′ = 3, 3′ = 4, 4′ = 5,
5′ = 6, 6′ = 7, 7′ = 8, 8′ = 9. Äîâåñòè íà îñíîâi àêñiîì Ïåàíî:
2 + 3 = 5, 3 + 6 = 9, 2 · 4 = 8, 3 · 3 = 9.

5. Äîâåñòè:
1) ∀a, b ∈ N(a+ 1 ≥ b ∧ b > a⇒ b = a+ 1);
2) ∀a, b ∈ N(a+ b > a).

6. Âiäîìî, ùî ïðèíöèï íàéìåíøîãî ÷èñëà åêâiâàëåíòíèé àêñiîìi
ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨. Äîâåñòè òâåðäæåííÿ: äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà

n ∈ N ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà: 1 + 2 + . . . + n =
n(n+ 1)

2
, íå

êîðèñòóþ÷èñü àêñiîìîþ ìàòåìàòè÷íî¨ iíäóêöi¨.

7. Äàíî: an+1 = a1 · an − a0 · an−1; a0 = 2, a1 = 3.
Äîâåñòè, ùî an = 2n + 1.

8. Äîâåñòè, ùî:

1) ∀n ∈ N

(
12 + 22 + 32 + . . .+ n2 =

n(n+ 1)(2n+ 1)

6

)
;

2) ∀n ∈ N((10n − 4n2 + 3n)
...9);

3) ∀n ∈ N(2n > n2 − 2n+ 2).

9. Äîâåñòè, ùî ñóìà îäíàêîâèõ íåïàðíèõ ñòåïåíiâ
äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë äiëèòüñÿ íà ñóìó îñíîâ, òîáòî

(a2n−1 + b2n−1)
...(a+ b) äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ n, äå a i b

� öiëi, ïðè÷îìó a+ b ̸= 0.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

10. Äîâåñòè:
1) ∀a, b ∈ N (ab ≥ a);

2) ∀a, b ∈ N (a
...b⇒ a

b
≤ a).
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11. Äîâåñòè, ùî:

1) ∀n ∈ N (13 + 23 + 33 + . . .+ n3 = (
n(n+ 1)

2
)2);

2) ∀n ∈ N ((7 · 52n + 12 · 6n)
...19);

3) ∀n ∈ N \ {1, 2} (3n > 2n + 3n).

12. Äîâåñòè, ùî äëÿ ïàðíîãî n âèðàç 20n + 16n − 3n − 1 äiëèòüñÿ
íà 323, n ∈ N0.
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Çàíÿòòÿ 5. Óïîðÿäêîâàíi àëãåáðà¨÷íi

ñèñòåìè. Êðèòåðié óïîðÿäêîâàíîñòi êiëåöü.

Íåçàëåæíiñòü ñèñòåìè àêñiîì íàòóðàëüíèõ

÷èñåë.

Ìåòà: ïåðåâiðêà íåçàëåæíîñòi àêñiîì ñèñòåìè àêñiîì Ïåàíî,
ïåðåâiðêà àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì íà âïîðÿäêîâàíiñòü.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Óïîðÿäêîâàíà àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà ¹ ñêëàäíèì ìàòåìàòè÷íèì
îá'¹êòîì, ÿêèé îäíî÷àñíî íàäiëåíèé àëãåáðà¨÷íîþ ñòðóêòóðîþ
(íàïiâãðóïè, ãðóïè...) i ñòðóêòóðîþ óïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè, ÿêi
ìiæ ñîáîþ ïåâíèì ÷èíîì óçãîäæóþòüñÿ.

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (G, ∗,≻) íàçèâà¹òüñÿ óïîðÿäêîâàíîþ

íàïiâãðóïîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (àêñiîìè):
1) (G, ∗) � íàïiâãðóïà;
2) (G,≻) � óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà;
3) ∀a, b, c ∈ G(a ≻ b⇒ (a ∗ c ≻ b ∗ c) ∧ (c ∗ a ≻ c ∗ b)) � àêñiîìà

ìîíîòîííîñòi âiäíîøåííÿ ¾≻¿ âiäíîñíî îïåðàöi¨ ¾∗.¿
ßêùî (G, ∗) � ãðóïà, òî ñèñòåìà (G, ∗,≻) íàçèâà¹òüñÿ

óïîðÿäêîâàíîþ ãðóïîþ.

ßêùî âiäíîøåííÿ ¾≻¿ ¹ âiäíîøåííÿì ÷àñòêîâîãî (ëiíiéíîãî)
ïîðÿäêó, òî ñèñòåìà (G, ∗,≻) íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòêîâî (ëiíiéíî)
âïîðÿäêîâàíîþ íàïiâãðóïîþ àáî ãðóïîþ.

Àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (K,+, ·, >) íàçèâà¹òüñÿ óïîðÿäêîâàíèì
íàïiâêiëüöåì, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi óìîâè (àêñiîìè):

1) (K,+, ·) � íàïiâêiëüöå;
2) (K,>) � óïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà;
3) ∀a, b, c ∈ K(a > b⇒ (a+ c > b+ c));
4) ∀a, b ∈ K∀c ∈ K+(a > b⇒ (ac > bc) ∧ (ca > cb)).
Â àêñiîìi 4) K+ � íåïîðîæíÿ ìíîæèíà äîäàòíèõ åëåìåíòiâ.
Óïîðÿäêîâàíå íàïiâêiëüöå (K,+, ·, >) íàçèâà¹òüñÿ

óïîðÿäêîâàíèì êiëüöåì (ïîëåì), ÿêùî àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà
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(K,+, ·) ¹ êiëüöåì (ïîëåì).

Òåîðåìà. (Êðèòåðié ñòðîãî¨ i ëiíiéíî¨ âïîðÿäêîâàíîñòi êiëüöÿ)

Êiëüöå K òîäi i òiëüêè òîäi ¹ ñòðîãî ëiíiéíî âïîðÿäêîâàíèì

êiëüöåì, êîëè äëÿ éîãî åëåìåíòiâ îçíà÷åíà âëàñòèâiñòü áóòè

äîäàòíèì åëåìåíòîì, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1) ∀a ∈ K(a > 0 ∨ a = 0 ∨ −a > 0);
2) ∀a, b ∈ K(a > 0 ∧ b > 0 ⇒ a+ b > 0 ∧ ab > 0);
3) ∀a, b ∈ K(a > b⇔ a− b > 0).

Òåîðåìà. (Êðèòåðié îäíîçíà÷íîñòi ñòðîãîãî ëiíiéíîãî ïîðÿäêó)

Íåõàé (K,+, ·, 0) � êiëüöå, ÿêå ìîæíà ëiíiéíî i ñòðîãî

âïîðÿäêóâàòè õî÷à á îäíèì ñïîñîáîì i íåõàé K+, K++ � äîäàòíi

÷àñòèíè äâîõ ïîðÿäêiâ. Òîäi

K+ = K++ ⇐⇒ K+ ⊆ K++.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Ïåðåâiðòå, ùî â àëãåáðà¨÷íié ñèñòåìi (Z2,+, ·, 1), äå Z2 �
êiëüöå êëàñiâ ëèøêiâ çà ìîäóëåì 2, âèêîíóþòüñÿ âñi àêñiîìè, îêðiì
àêñiîìè

n1 : ∀a ∈ N(a′ ̸= 1).

2. Çà äîïîìîãîþ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè (A, ◦,×, 1), äå A = {1, 2} òà
1 ◦ 2 = 2 ◦ 1 = 1 ◦ 1 = 2 ◦ 2 = 2, 1× 2 = 2× 2 = 2× 1 = 2, 1× 1 = 1
ïîêàæiòü íåçàëåæíiñòü àêñiîìè n2 : ∀a, b ∈ N(a′ = b′ ⇒ a = b) âiä
iíøèõ.

3. ×è ìîæíà àäèòèâíó ãðóïó ç äâîõ åëåìåíòiâ ëiíiéíî i ñòðîãî
âïîðÿäêóâàòè?

4. ßêèé ïîðÿäîê ó íàïiâãðóïi ({0, 1}, ·), ÿêùî âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó
ââåäåíî òàê: 0 ≻ 0, 1 ≻ 0.

5. Äîâåñòè, ùî íàïiâãðóïó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N, ·) ìîæíà ëiíiéíî
i ñòðîãî óïîðÿäêóâàòè íåñêií÷åííîþ êiëüêiñòþ ñïîñîáiâ.

24



6. Äîâåñòè, ùî àëãåáðà¨÷íà ñèñòåìà (N, ·,
...) � ÷àñòêîâî i íåñòðîãî

âïîðÿäêîâàíà íàïiâãðóïà.

7. Äîâåñòè, ùî ó âïîðÿäêîâàíîìó êiëüöi ç îäèíèöåþ çàâæäè 1 ≻ 0.
ßêùî ùå i a i b ìàþòü â íüîìó îáåðíåíi åëåìåíòè, òî ç a ≻ b äëÿ

a i b îäíîãî çíàêó âèïëèâà¹:
1

a
≺ 1

b
.

8. ×è ìîæíà â (N,+, ·, >) ïîðÿäîê ââåñòè òàê:

∀a, b ∈ N(a > b⇔ ∃n ∈ N(b = a+ n)).

9. Íåõàé (T,+, ·, 0, e,≻) � óïîðÿäêîâàíå òiëî.
Äîâåñòè, ùî ∀a, b ∈ T (a ≻ b⇒ a ≻ (a+ b)(2e)−1 ≻ b).

10. ×è ¹ âïîðÿäêîâàíèì êiëüöå (Z,+, ·,≻), äå ïîðÿäîê ≻ ââåäåíèé
òàê: 0 ïåðåäó¹ áóäü-ÿêîìó åëåìåíòó i çáåðiãà¹òüñÿ ïîðÿäîê
åëåìåíòiâ, âiäìiííèõ âiä íóëÿ.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

11. Äîâåñòè, ùî íàïiâêiëüöå íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N,+, ·) ìîæíà
ëiíiéíî i ñòðîãî óïîðÿäêóâàòè ëèøå îäíèì ñïîñîáîì.

12. Äîâåñòè, ùî íàïiâãðóïó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (N,+) ìîæíà
ëiíiéíî i ñòðîãî óïîðÿäêóâàòè òiëüêè äâîìà ñïîñîáàìè.

13. Äîâåñòè, ùî íàïiâãðóïó öiëèõ ÷èñåë (Z, ·) íå ìîæíà ëiíiéíî i
ñòðîãî óïîðÿäêóâàòè.

14. Äîâåñòè, ùî â óïîðÿäêîâàíîìó êiëüöi ñóìà êâàäðàòiâ
ñêií÷åííîãî ÷èñëà éîãî âiäìiííèõ âiä íóëÿ åëåìåíòiâ íå äîðiâíþ¹
íóëþ.

15. Íåõàé (T,+, ·, 0, e,≻) � óïîðÿäêîâàíå òiëî.
Äîâåñòè, ùî ∀a ∈ T (a ≻ 0 ⇔ a−1 ≻ 0).
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Çàíÿòòÿ 6. Öiëi ÷èñëà.

Ìåòà: âèâ÷åííÿ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ öiëèõ ÷èñåë òà âèêîðèñòàííÿ
âëàñòèâîñòåé öiëèõ ÷èñåë.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó (Z; +, ·; 0, 1, N) íàçèâàþòü ñèñòåìîþ

öiëèõ ÷èñåë, à ¨¨ åëåìåíòè öiëèìè ÷èñëàìè, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ
òàêi âëàñòèâîñòi (àêñiîìè öiëèõ ÷èñåë):

z1. N ⊂ Z;
z2. (Z; +, ·; 0, 1) � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ;
z3. Àêñiîìà ìiíiìàëüíîñòi: Íåõàé M ⊆ Z, ïðè÷îìó
à) N ⊂M ;
á) ∀a, b ∈ Z(a ∈M ∧ b ∈M ⇒ (a− b) ∈M).
Òîäi M = Z.
Ñèñòåìó öiëèõ ÷èñåë çàïèøåìî ñêîðî÷åíî òàê: (Z; +; ·),

àäèòèâíó ãðóïó öiëèõ ÷èñåë ïîçíà÷àòèìåìî (Z; +; 0), à
ìóëüòèïëiêàòèâíó íàïiâãðóïó öiëèõ ÷èñåë (Z; ·; 1).

Òåîðåìà. Áóäü-ÿêå öiëå ÷èñëî ¹ ðiçíèöÿ äâîõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,

òîáòî ∀a ∈ Z ∃l, k ∈ N(a = k − l).

Íàñëiäîê. Êîæíå öiëå ÷èñëî ¹ àáî íàòóðàëüíèì ÷èñëîì, àáî

íóëåì, àáî ïðîòèëåæíèì äî íàòóðàëüíîãî (âiä'¹ìíèì ÷èñëîì).

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ 3x = 1 íå ìà¹ ðîçâ'ÿçêó â Z.

2. Äîâåñòè, ùî iç m ðiçíèõ öiëèõ ÷èñåë çàâæäè ìîæíà âèáðàòè
äâà òàêèõ, ðiçíèöÿ ÿêèõ äiëèòüñÿ íà m− 1.

3. Äîâåñòè, ùî ÷èñëà âèäó 3n + 2 ïðè êîæíîìó íàòóðàëüíîìó n
íå ¹ êâàäðàòàìè öiëèõ ÷èñåë.

4. ×è ìîæóòü äîâæèíè îáîõ êàòåòiâ òðèêóòíèêà Ïiôàãîðà áóòè
íåïàðíèìè?
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5. Äîâåñòè, ùî (a2 + b2)
...7 ⇒ a

...7 ∧ b
...7.

6. Äîâåñòè, ùî äëÿ êîæíîãî öiëîãî n âèðàç
n5

120
− n3

24
+
n

30
¹ öiëèì

÷èñëîì.

7. ×è iñíóþòü öiëi ÷èñëà m i n, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü
ðiâíÿííÿ: m2 + 1982 = n2?

8. ×è ìîæíà â êiëüöi öiëèõ ÷èñåë âèäiëèòè ïiäìíîæèíó, ÿêà ñàìà
áóäå êiëüöåì?

9. Çíàéòè âñi àâòîìîðôiçìè êiëüöÿ öiëèõ ÷èñåë.

10. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíè N i Z ðiâíîïîòóæíi.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

11. Äîâåñòè, ùî äîâæèíà ïðèíàéìíi îäíîãî iç êàòåòiâ òðèêóòíèêà
Ïiôàãîðà äiëèòüñÿ íà 3.

12. Ðîçâ'ÿçàòè â öiëèõ ÷èñëàõ ðiâíÿííÿ xn + yn = zn+1.

13. ×è ìîæíà íà ïëîùèíi ïîáóäóâàòè òàêèé ïðàâèëüíèé
òðèêóòíèê, ùîá óñi éîãî âåðøèíè ìàëè öiëi êîîðäèíàòè?

14. Íåõàé K = {(a, b)|a, b ∈ Z} i îïåðàöi¨ + i · âèçíà÷åíî òàê:

(a, b) + (c, d) = (a+ c, b+ d),

(a, b) · (c, d) = (a · c, b · d).

Äîâåñòè, ùî (K,+, ·) � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç äiëüíèêàìè íóëÿ.
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Çàíÿòòÿ 7. Àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë.

Ìåòà: âèâ÷åííÿ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë òà
âèêîðèñòàííÿ âëàñòèâîñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó (Q; +, ·; 0, 1) íàçèâàþòü ñèñòåìîþ

ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, à ¨¨ åëåìåíòè ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè,
ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi (àêñiîìè ðàöiîíàëüíèõ

÷èñåë):
q1. Z ⊂ Q;
q2. (Q; +, ·; 0, 1) � ïîëå;
q3. Àêñiîìà ìiíiìàëüíîñòi: Íåõàé M ⊆ Q, ïðè÷îìó
à) Z ⊂M ;

á) ∀q1, q2 ∈ Q

(
q1 ∈M ∧ q2 ∈M ∧ q2 ̸= 0 ⇒

(
q1
q2

)
∈M

)
.

Òîäi M = Q.

Òåîðåìà. Áóäü-ÿêå ðàöiîíàëüíå ÷èñëî ¹ ÷àñòêîþ äâîõ öiëèõ

÷èñåë.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Âèâåñòè ïðàâèëà äîäàâàííÿ, âiäíiìàííÿ i äiëåííÿ äðîáiâ.

2. Äîâåñòè, ùî ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó âñiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë,
âiäìiííèõ âiä íóëÿ, íå ìîæíà ëiíiéíî i ñòðîãî âïîðÿäêóâàòè.

3. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ç÷èñëåííà.

4. Äîâåñòè, ùî
a

b
+

−a
b

= 0 äëÿ a, b ∈ Z, b ̸= 0.

5. Äîâåñòè, ùî ÿêùî a ̸= 0 i b ̸= 0, òî
(a
b

)−1
=
b

a
, a, b ∈ Z.
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6. Äîâåñòè, ùî êîëè äðiá
a

b
íåñêîðîòíié, òî

a+ b

ab
,
a− b

ab
� òàêîæ

íåñêîðîòíi äðîáè.

7. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî 1+
√
3 íå ¹ êâàäðàòîì æîäíîãî ÷èñëà a+b

√
3,

äå a, b ∈ Q.

8. Äîâåñòè ðàöiîíàëüíiñòü ÷èñåë:

1)

√
3 +

√
2√

3−
√
2
− 2

√
6; 2)

3
√

5
√
2 + 7− 3

√
5
√
2− 7.

9. ßêå ç ÷èñåë áiëüøå: à) 0, 7(81) ÷è
11

14
; á)

m

n
÷è

m2

n2
?

10. Äîâåñòè, ùî ðàöiîíàëüíèìè ¹ òàêi ÷èñëà:

1)
3
√

9 +
√
80 +

3
√

9−
√
80; 2)

√
√
5−

√
3−

√
29− 12

√
5;

3)
3

√
6 +

√
847

27
+

3

√
6−

√
847

27
.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

11. Äîâåñòè, ùî ðiâíÿííÿ x3 + x2y + y3 = 0 íå ìà¹ ðàöiîíàëüíèõ
êîðåíiâ, êðiì x = 0, y = 0.

12. Äîâåñòè ðàöiîíàëüíiñòü ÷èñåë:

1)
3
√

20 +
√
392 +

3
√

20−
√
392; 2)

3
√

2 +
√
5 +

3
√

2−
√
5;

3)

√
2√

3 + 2
√
2
−
√

6− 4
√
2

2
√
2− 3

; 4)
√

7 + 4
√
3 +

√
7− 4

√
3.

13. Ïðè ÿêié óìîâi: à)
a3 + b3

a3 + c3
=
a+ b

a+ c
; á) a+ b = ab.
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Çàíÿòòÿ 8. Ðàöiîíàëüíi ÷èñëà.

Ìåòà: äîâåäåííÿ ðàöiîíàëüíîñòi ÷èñåë.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Äîâåñòè, ùî òàêi ¹ ðàöiîíàëüíèìè:

1) tg(arcsin
5

13
); 2) sin(arctg

3

4
− arccos

12

13
);

3)

(
2 +

√
3

√
2 +

√
2 +

√
3
+

2−
√
3

√
2−

√
2−

√
3

)2

;

4) log3 2 · log4 3 · log5 4 · log6 5 · log7 6 · log8 7.

2. ×è iñíóþòü äâà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëà (äðîáè), ñóìà i äîáóòîê
ÿêèõ öiëi ÷èñëà?

3. Ðàöiîíàëüíå ÷è iððàöiîíàëüíå ÷èñëî

√√
6 +

√
11−

√
6−

√
11?

4. Âiäîìî, ùî ÷èñëà a, b,
√
a−

√
b � ðàöiîíàëüíi. Äîâåñòè, ùî

√
a

i
√
b � òåæ ðàöiîíàëüíi ÷èñëà.

5. Çíàéòè ïðàâèëüíèé äðiá, ùî ïåðåâèùó¹
1

3
, çíàþ÷è, ùî

âiä çáiëüøåííÿ éîãî ÷èñåëüíèêà íà äåÿêå ÷èñëî i ìíîæåííÿ
çíàìåííèêà íà òå ñàìå ÷èñëî âåëè÷èíà äðîáó íå çìiíèòüñÿ.

6. Äîâåñòè, ùî äðiá
1

n
− 1

n2 + 5
äëÿ áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n

ìîæíà ïîäàòè ìiøàíèì ïåðiîäè÷íèì äåñÿòêîâèì äðîáîì.

7. Çíàéòè âñi ðàöiîíàëüíi çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêèõ
√
x2 + x+ 1 ¹

ðàöiîíàëüíå ÷èñëî.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

8. Äîâåñòè, ùî òàêi ¹ ðàöiîíàëüíèìè:

1) sin(2arctg
1

2
)− tan(

1

2
arcsin

5

17
);

2) 2arctg(−2) + 2 arccos
1√
5
.
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9. ×è iñíóþòü äâà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëà (äðîáè). ñóìà i ñóìà
êâàäðàòiâ ÿêèõ öiëi ÷èñëà?

10. Äîâåñòè, ùî äàíi ÷èñëà ¹ ðàöiîíàëüíèìè:
1) tg2100 + tg2500 + tg2700;

2) tg200 · tg800 · tg1400.

11. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî ¹ ðàöiîíàëüíèì
√

log6
5
√
25 + log6

7
√
49.

12. ×è ¹ ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëà:

1)
√
6 +

√
9 +

√
19; 2)

√
1 + 2

√
3 + 2

√
2.
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Çàíÿòòÿ 9. Äiéñíi ÷èñëà. Çîáðàæåííÿ äiéñíèõ

÷èñåë.

Ìåòà: âèâ÷åííÿ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó (R; +, ·; 0, 1;>) íàçèâàþòü ñèñòåìîþ

äiéñíèõ ÷èñåë, à ¨¨ åëåìåíòè äiéñíèìè ÷èñëàìè, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi (àêñiîìè äiéñíèõ ÷èñåë):

1). Q ⊂ R;
2). (R; +, ·; 0, 1;>) � íåïåðåðâíå ïîëå:
r1. ∀a, b ∈ R (a ̸= b⇒ a > b ∨ b > a),
r2. ∀a ∈ R (a > a),
r3. ∀a, b, c ∈ R (a > b ∧ b > c⇒ a > c),
r4. ∀a, b, c ∈ R (a > b⇒ a+ c > b+ c),
r5. ∀a, b, c ∈ R (a > b ∧ c > 0 ⇒ ac > bc),
r6. ∀a, b ∈ R (a > 0 ⇒ (∃n ∈ N(n · a > b)),
r7. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (an)

åëåìåíòiâ ç R iñíó¹ â R åëåìåíò r òàêèé, ùî

lim
n→∞

an = r.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Ðîçêëàñòè â ëàíöþãîâèé äðiá:

1)
√
5; 2)

3 +
√
7

2
.

2. Çíàéòè êâàäðàòè÷íó iððàöiîíàëüíiñòü α, ÿêùî α ðîçêëàäà¹òüñÿ
â òàêèé íåñêií÷åííèé ìiøàíèé ïåðiîäè÷íèé äðiá:

1) [4;3(2,1)]; 2) [(1,2)]; 3) [2;(5)].

3. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî iððàöiîíàëüíå:
1)

√
2 +

√
3; 2) 5

√
5−

√
3; 3) 3

√
12; 4) lg 2; 5)

√
log2 3.
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4. Äîâåñòè, ùî
√
2 +

√
3 +

√
5 � iððàöiîíàëüíå ÷èñëî.

5. Äîâåñòè, ùî ïîëå äiéñíèõ ÷èñåë ìà¹ ëèøå òîòîæíié
àâòîìîðôiçì.

6. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî
√

10 +
√
24 +

√
40 +

√
60 � iððàöiîíàëüíå.

7. ßêå ç çàäàíèõ ÷èñåë áiëüøå:
1) 3

√
3 ÷è 4

√
4; 2)

√
n+

√
m ÷è

√
n− 1 +

√
m+ 1.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

8. Ðîçêëàñòè â ëàíöþãîâèé äðiá:

1)
√
7; 2)

3 +
√
5

2
; 3)

√
q2 + 1, q ∈ N.

9. Çíàéòè êâàäðàòè÷íó iððàöiîíàëüíiñòü α, ÿêùî α ðîçêëàäà¹òüñÿ
â òàêèé íåñêií÷åííèé ìiøàíèé ïåðiîäè÷íèé äðiá:

1) [1;(3)]; 2) [3,(1,1,6)]; 3) [2;3,(2,1,1)].

10. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî iððàöiîíàëüíå:

1)
√
2 +

√
3 +

√
6; 2)

√
3

1 + 3
√
2
;

3)
1√

2 +
√
3
; 4)

√
3(
√
6− 3).

11. ßêå ç çàäàíèõ ÷èñåë áiëüøå:
1)
√

2 3
√
3 ÷è

3
√

3
√
3; 2)

√
n+

√
m ÷è

√
n− k +

√
m+ k.

12. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî iððàöiîíàëüíå:

√
2 + 1√
2− 1

.
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Çàíÿòòÿ 10. Äiéñíi òà êîìïëåêñíi ÷èñëà.

Ìåòà: âèâ÷åííÿ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Àëãåáðà¨÷íó ñèñòåìó (C; +, ·; 0, 1) íàçèâàþòü ñèñòåìîþ

êîìïëåêñíèõ ÷èñåë, à ¨¨ åëåìåíòè êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè, ÿêùî
âèêîíóþòüñÿ òàêi âëàñòèâîñòi (àêñiîìè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë):

c1. R ⊂ C;
c2. ∃i ∈ C(i2 + 1 = 0);
c3. (C; +, ·; 0, 1) � ïîëå;
c4. Àêñiîìà ìiíiìàëüíîñòi: Íåõàé M ⊆ C, ïðè÷îìó
à) R ⊂M ∧ i ∈M ;
á) ∀c1, c2 ∈ C(c1 ∈M ∧ c2 ∈M ⇒ c1 + c2 ∈M ∧ c1 · c2 ∈M).
Òîäi M = C.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Äîâåñòè, ùî ÷èñëî

√
3 +

√
5−

√
13 +

√
48 � iððàöiîíàëüíå.

2. ×è iñíóþòü äâà iððàöiîíàëüíèõ ÷èñëà x1 i x2, ñóìà i äîáóòîê
ÿêèõ ¹ ÷èñëà ðàöiîíàëüíi?

3. Äîâåñòè, ùî äàíi ÷èñëà ¹ iððàöiîíàëüíèìè:

1) cos 200; 2) tg 50; 3)* tg
π

12
.

4. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ φ, φ(a + bi) =
√
a2 + b2 ìà¹ òàêi

âëàñòèâîñòi ïðè k1 = a1 + b1i, k2 = a2 + b2i:
à) k1 = 0 ⇔ a = 0 ∧ b = 0; á) φ(k1 · k2) = φ(k1) · φ(k2).

5. Çíàéòè âñi òàêi z ∈ C, 2|z| = zi+ 1.

6. Çíàéòè äiéñíi ðîçâ'ÿçêè: (4 + 2i)x+ (5− 3i)y = 13 + i.

7. Âèêîíàòè äiþ:
(1 + i)9

(1− i)7
.
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8. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
à) (1− i)x2 − (3 + 3i)x+ (−4 + 2i) = 0, á) z2 + z = 0,
â) z · z + 2z + i = 0.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

9. Ïîêàçàòè, ùî ôóíêöiÿ φ, φ(a + bi) =
√
a2 + b2 ìà¹ òàêó

âëàñòèâiñòü ïðè k1 = a1 + b1i, k2 = a2 + b2i:

φ(k1 + k2) ≤ φ(k1) + φ(k2).

10. Çíàéòè äiéñíi ðîçâ'ÿçêè: (3x−1)(2+i)+(x−yi)(1+2i) = 5+6i.

11. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
à) x2 − (4 + 3i)x+ (−4 + 2i) = 0; á) z = z;
â) z − z = 1 + 2i; ã) z = −z.

12. Ïîäàòè ó òðèãîíîìåòðè÷íié ôîðìi êîìïëåêñíå ÷èñëî 1− 1 + i√
2
.
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Çàíÿòòÿ 11. Àêñiîìè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Ìåòà: îïåðàöi¨ ç êîìïëåêñíèìè ÷èñëàìè.
Îñíîâíi çàäà÷i

1. Îá÷èñëèòè: à)
(1 + i

√
3)95

(
√
3− i)126

, á)
6

√
1

2
− i

√
3

2
.

2. Ðîçâ'ÿçàòè íåðiâíiñòü: (2 + i)z < 1− i.

3. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü:

{
|z − 2i| = |z|,
|z − i| = |z − 1|.

4. Äîâåñòè, ùî ïîëå êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ìà¹ ëèøå äâà
àâòîìîðôiçìè, ÿêi çàëèøàþòü äiéñíi ÷èñëà íà ìiñöi.

5. Äîâåñòè, ùî êîðåíi n-ãî ñòåïåíÿ ç 1 óòâîðþþòü
ìóëüòèïëiêàòèâíó öèêëi÷íó ãðóïó ïîðÿäêó n.

6. Äîâåñòè, ùî ìíîæèíà âñiõ ìàòðèöü âèäó

(
α β
−β α

)
, äå

α, β ∈ R, içîìîðôíà ïîëþ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

7. Êîìïëåêñíi ÷èñëà âèãëÿäó a+bi, äå a, b ∈ Z íàçèâàþòüñÿ öiëèìè
ãàóñîâèìè ÷èñëàìè i ãàóñîâèìè, ÿêùî a, b ∈ Q. Äîâåñòè, ùî öiëi
ãàóñîâi ÷èñëà óòâîðþþòü êiëüöå.

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

8. Äîâåñòè, ùî
√

2 +
√
−121 = 2 +

√
−1.

9. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ z + |z + 1|+ i = 0.

10. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü:

 |z2 − 2i| = 4;∣∣∣∣z + 1 + i

z − 1− i

∣∣∣∣ = 1

11. Äîâåñòè, ùî âñi êîìïëåêñíi ÷èñëà ç ìîäóëåì 1 óòâîðþþòü
àáåëåâó ìóëüòèïëiêàòèâíó ãðóïó.
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12. Êîìïëåêñíi ÷èñëà âèãëÿäó a + bi, äå a, b ∈ Z íàçèâàþòüñÿ
öiëèìè ãàóñîâèìè ÷èñëàìè i ãàóñîâèìè, ÿêùî a, b ∈ Q. Äîâåñòè,
ùî

à) ãàóñîâi ÷èñëà óòâîðþþòü ïîëå,
á) êîæíå ãàóñîâå ÷èñëî ¹ ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ äâîõ öiëèõ

ãàóñîâèõ ÷èñåë.
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Çàíÿòòÿ 12. Ëiíiéíi àëãåáðè ñêií÷åííîãî

ðàíãó.

Ìåòà: âèâ÷åííÿ ëiíiéíèõ àëãåáð ñêií÷åííîãî ðàíãó, àëãåáðè
êâàòåðíiîíiâ, àëãåáðè Êåëi.

Íåîáõiäíi îçíà÷åííÿ.

Íåõàé (A; +, ·) � êiëüöå, (P ; +, ·; 0, 1) � ïîëå òà äëÿ êîæíîãî
åëåìåíòà a ∈ A i êîæíîãî åëåìåíòà λ ∈ P îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíî
äîáóòîê λa ∈ A. ßêùî ïðè öüîìó âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

1) ∀a ∈ A (1 · a = a);
2) ∀a, b ∈ A ∀λ ∈ P (λ(a+ b) = λa+ λb);
3) ∀a, b ∈ A ∀λ ∈ P (λ(ab) = (λa)b = a(λb));
4) ∀a ∈ A ∀λ, µ ∈ P ((λ+ µ)a = λa+ µa);
5) ∀a ∈ A ∀λ, µ ∈ P ((λµ)a = λ(µa) = µ(λλa));
òî ñèñòåìà (A; +, ·;P ) íàçèâà¹òüñÿ ëiíiéíîþ àëãåáðîþ íàä

ïîëåì P.
ßêùî ïðè öüîìó êiëüöå (A; +, ·) ¹ òiëîì, òî ñèñòåìà (A; +, ·;P )

íàçèâà¹òüñÿ àëãåáðîþ ç äiëåííÿì.

Îñíîâíi çàäà÷i

1. Ñêëàñòè òàáëèöþ ìíîæåííÿ (êâàäðàò Êåëi) áàçèñíèõ åëåìåíòiâ
1, i, j, k àëãåáðè êâàòåðíiîíiâ.

2. Çíàéòè ñóìó, ðiçíèöþ, äîáóòîê i ÷àñòêó êâàòåðíiîíiâ:
x = 2− 3i+ 5j − k, y = 4− 2j + 3k.

3. Çíàéòè q−1 òà n(q), äå n(q) = q · q ÿêùî q = 1 + 2i+ 3j + 4k.

4. Âèðàç [x, y] = xy− yx íàçèâà¹òüñÿ êîìóòàòîðîì êâàòåðíiîíiâ.
Çíàéòè êîìóòàòîð êâàòåðíiîíiâ x = 2−3i+5j−k, i y = 4−2j+3k.

5. Íåõàé x1 = α1 + β1i + γ1j + δ1k, x2 = α2 + β2i + γ2j + δ2k �
êâàòåðíiîíè.

Äîâåñòè, ùî 1) x1 · x2 = x1 · x2, 2) x1 · x1 = α2
1 + β21 + γ21 + δ21 .
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6. Äîâåñòè, ùî íîðìà îêòàâ Êåëi ìà¹ âëàñòèâiñòü
ìóëüòèïëiêàòèâíîñòi: n(xy) = n(x)n(y).

Çàâäàííÿ äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè

7. Çíàéòè ñóìó, ðiçíèöþ, äîáóòîê i ÷àñòêó êâàòåðíiîíiâ 1 + 2i +
3j + 4k, 5i− 6j + 2k.

8. Çíàéòè q−1 òà n(q) ÿêùî q = 5i− 6j + 2k.

9. Íåõàé x1 = α1 + β1i + γ1j + δ1k, x2 = α2 + β2i + γ2j + δ2k �
êâàòåðíiîíè. Äîâåñòè, ùî (x1 · x1) · (x2 · x2) = (x1 · x1) · (x2)

10. Ñêëàñòè òàáëèöþ ìíîæåííÿ (êâàäðàò Êåëi) áàçèñíèõ
åëåìåíòiâ 1, i, j, k, l, il, jl, kl àëãåáðè Êåëi, âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ
îïåðàöié äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ îêòàâ Êåëi.

39



Ïðèêëàäè òèïîâèõ çàâäàíü äî êîíòðîëüíî¨

ðîáîòè ç äèñöèïëiíè ¾×èñëîâi ñèñòåìè¿

Ìåòà: ïåðåâiðèòè îâîëîäiííÿ îñíîâíèìè ïðàêòè÷íèìè íàâè÷êàìè
ç êóðñó ¾×èñëîâi ñèñòåìè¿.

Çàäà÷à 1. ×è óòâîðþ¹ ìíîæèíà ïàð öiëèõ ÷èñåë (a, b), a, b ∈ Z
êiëüöå, ÿêùî îïåðàöiÿ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ïàð ââåäåíî òàê:

(a, b) + (c, d) = (ac, bd), (a, b) · (c, d) = (a+ c, b+ d).

Çàäà÷à 2. Ðàöiîíàëüíi ÷è iððàöiîíàëüíi òàêi ÷èñëà:

1)
3

√
2 +

√
5 +

3

√
2−

√
5, 2)

√
√
5−

√
3−

√
29− 12

√
5?

Çàäà÷à 3. Äîâåñòè, ùî: ∀n(n4 − 2n3 + 11n2 + 62n)
...24, n ∈ N0.

Çàäà÷à 4. Çíàéòè äiéñíi ÷èñëà x òà y: (2−i)x+(5+6i)y = 1−3i.

Çàäà÷à 5. Ðîçâ'ÿçàòè ðiâíÿííÿ:
1)x2 − (2 + i)x+ (−1 + 7i) = 0, 2)|z| − z = 8 + 12i.

Çàäà÷à 6. Ðîçâ'ÿçàòè ñèñòåìó ðiâíÿíü:{
(3− i)x+ (4 + 2i)y = 2 + 6i,
(4 + 2i)x− (2 + 3i)y = 5 + 4i.
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Iíäèâiäóàëüíå ñåìåñòðîâå çàâäàííÿ äëÿ

ñàìîñòiéíî¨ ðîáîòè ñòóäåíòiâ

ÒÅÌÀ 1. Òåîðåòèêî-ìíîæèííi ïåðåäóìîâè.

Ç òàáëèöi âàðiàíòiâ (òàáëèöÿ 1 äîäàòêó) âèáðàòè äàíi çãiäíî
ñâîãî âàðiàíòó i âiäïîâiñòè íà ïèòàííÿ.

Äàíi: (ìíîæèíà A, îïåðàöiÿ O1, îïåðàöiÿ O2, âiäíîøåííÿ R
íà ìíîæèíi, âiäîáðàæåííÿ F ).

Ïèòàííÿ:

1) ßäðî R.
2) R ðåôëåêñèâíî?
3) R àíòèðåôëåêñèâíî?
4) R àíòèñèìåòðè÷íî?
5) R ñèìåòðè÷íî?
6) R òðàíçèòèâíî?
7) ×è ¹ R âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi?
8) ×è ¹ R âiäíîøåííÿì ïîðÿäêó?
9) Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ F .
10) Îáëàñòü çíà÷åííÿ F .
11) F � ií'¹êöiÿ?
12) F � ñþð'¹êöiÿ?
13) F � ái¹êöiÿ?
14) Ïîáóäóâàòè F−1.
15) ßäðî F .
16) Ñèñòåìà òâiðíèõ äëÿ A.
17) ×è ¹ A ñêií÷åíî-ïîðîäæåíîþ?
18) Àñîöiàòèâíiñòü O1.
19) Êîìóòàòèâíiñòü O1.
20) Iäåìïîòåíòíiñòü O1.
21) Àñîöiàòèâíiñòü O2.
22) Êîìóòàòèâíiñòü O2.
23) Iäåìïîòåíòíiñòü O2.
24) Äèñòðèáóòèâíiñòü O1 âiäíîñíî O2.
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25) ×è ¹ A íàïiâãðóïîþ âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ iç çàäàíèõ
îïåðàöié?

26) ×è ¹ A ãðóïîþ âiäíîñíî áóäü-ÿêî¨ iç çàäàíèõ îïåðàöié?
Ïîáóäóâàòè îáåðíåíèé åëåìåíò.

27) ×è ¹ A êiëüöåì?
28) ×è ¹ A ïîëåì?
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Ïèòàííÿ äî iñïèòó ç êóðñó ¾×èñëîâi ñèñòåìè¿

1. Âiäíîøåííÿ. Îñíîâíi âèäè âiäíîøåíü.
2. Ôóíêöiîíàëüíå âiäíîøåííÿ.
3. Âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi.
4. Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó.
5. Ïîíÿòòÿ àëãåáðà¨÷íî¨ ñèñòåìè.
6. Içîìîðôiçì àëãåáðà¨÷íèõ ñèñòåì.
7. Íàïiâãðóïè i ãðóïè.
8. Íàïiâêiëüöÿ i êiëüöÿ.
9. Ëiíiéíi àëãåáðè íàä ïîëåì.
10. Âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó íà ìíîæèíi N.
11. Ñêií÷åííi ìíîæèíè.
12. Óïîðÿäêîâàíi íàïiâãðóïè i ãðóïè.
13. Óïîðÿäêîâàíi êiëüöÿ i ïîëÿ.
14. Àêñiîìàòè÷íèé ìåòîä ó ìàòåìàòèöi.
15. Àêñiîìè Ïåàíî i íàñëiäêè ç íèõ.
16. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ.
17. Îñíîâíi âëàñòèâîñòi îïåðàöi¨ ìíîæåííÿ.
18. Õàðàêòåðèñòèêà ñèñòåìè àêñiîì Ïåàíî.
19. Àêñiîìè öiëèõ ÷èñåë. Âëàñòèâîñòi öiëèõ ÷èñåë.
20. Àêñiîìè ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i äåÿêi íàñëiäêè ç íèõ.
21. Âëàñòèâîñòi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.
22. Íîðìîâàíi ïîëÿ. Âëàñòèâîñòi íîðìè.
23. Àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ äiéñíèõ ÷èñåë. Âëàñòèâîñòi äiéñíèõ

÷èñåë.
24. Çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ñèñòåìíèìè äðîáàìè.
25. Çîáðàæåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë ëàíöþãîâèìè äðîáàìè.
26. Ðiçíi ñïîñîáè ââåäåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.
27. Àêñiîìè êîìïëåêñíèõ ÷èñåë. Âëàñòèâîñòi êîìïëåêñíèõ

÷èñåë.
28. Ïîäàëüøi ðîçøèðåííÿ ïîíÿòòÿ ÷èñëà.
29. Àëãåáðè ñêií÷åíîãî ðàíãó.
30. Àëãåáðè íàä ïîëåì R. Òåîðåìà Ôðîáåíióñà.
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