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ДИНАМІКА МАНІПУЛЯТОРА З ДВОМА ОБЕРТАЛЬНИМИ 

КІНЕМАТИЧНИМИ ПАРАМИ  
 

Однією з задач механіки маніпуляторів промислових роботів є визначення управляючих 

сил та моментів, що діють в напрямку кожної з узагальнених координат і забезпечують 

реалізацію завданого закону руху вихідної ланки маніпулятора. Така задача відома, як задача 

динамічного синтезу, або обернена задача динаміки. В оберненій задачі враховується, як 

структура маніпулятора, його геометричні та кінематичні параметри, так і характер сил, що 

діють на вихідну ланку [1], [2]. На сьогодні існує велика кількість аналітичних досліджень, 

де розглядаються загальні аспекти динаміки маніпуляторів. Разом з тим є необхідність 

розв’язку такої задачі для конкретних кінематичних схем з урахуванням їх спеціфичних 

особливостей. В даній роботі задачу динамічного синтезу розглянуто на прикладі механізму 

вантажного маніпулятора з двома обертальними  кінематичними парами (рис.1).  

Ланка 1 з центром мас в точці S1 і моментом інерції I1z1 обертається відносно осі OZ0 з 

кутовою швидкістю ω1. Ланка 2 із захоплювачем М, центром мас в точці S2 і моментом 

інерції I2X2 шарнірно з’єднана з ланкою 1 у точці А і обертається відносно осі О2X2 зі 

швидкістю ω2. Центри S1 і S2 розташовані так, що: OS1=S1A=l1, AS2=S2M=l2. На захоплювач 

М, що переміщується у вільному робочому просторі, діє сила ваги вантажу GM. Всі ділянки 

ланок 1 і 2 вважаються тонкими жорсткими однорідними стержнями. 

 

 

 

Рис. 1. – Розрахункова схема маніпулятора 

 

Закони руху для вибраної системи з двома узагальненими координатами φ1 = φ1(t) та φ2 

= φ2(t)  визначаються на підставі рівнянь Лагранжа ІІ роду: 
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де T – загальна кінетична енергія системи; МP1, МP2, МС1, МС2 – зведені до узагальнених 

координат φ1 і φ2 моменти рушійних сил (управляючі моменти) та моменти сил опору 

відповідно. 

Якщо розглядати механізм маніпулятора як систему з ідеальними в’язями, то силами 

тертя в кінематичних парах можна знехтувати, тоді: 

 

;01 =CM  .cos)2( 2222 lGGM MC +−=     (3) 

 

Повна кінетична енергія  для завданої системи визначається формулою: 
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Враховуючи співвідношення (3) і (4), з рівнянь (1) і (2) отримаємо управляючі моменти 

МP1(t) та МP2(t): 

.cos
3

2
sin42sin

sincos
3

1
)2cos()(

2112222222

2

1
2

2
2

22
22

2
2

1222111

2

2






















+−+

+








+







+++=

lllmI

dt

d
IlllmItM

x

xzP

 (5) 

.cos

3

4
2sin)2cos

3

4
(sin)(

222

2

2
2

2
22

2
1

2

22212
2

2222 2






lG

dt

d
lmIlllmtM xP

+

++







−+=

  (6) 

При аналізі залежностей (5) і (6) вибір функцій φ1(t) і φ2(t) здійснювався за декількома 

критеріями: 

1) захоплювач маніпулятора рухається, забезпечуючи «м’яке» зрушення та дотик в 

момент зупинки, що полягає у виконанні умови рівності нулю його швидкостей та 

прискорень в початковому та кінцевому положеннях;  

2) захоплювач маніпулятора в момент зупинки має прискорення, яке обмежено 

завданим допустимим значенням; 

3) захоплювач  маніпулятора рухається по прямій між двома завданими точками 

робочого об’єму. 

Програмні рухи φ1(t) і φ2(t), що задовольняють першим двом кінематичним умовам, 

прийнято у вигляді поліномів п’ятого ступеня. За третім критерієм функції φ1(t) і φ2(t) 



визначено, виходячи з вимог лінійності функцій переміщення точки М вздовж кожної з 

координатних осей X0, Y0, Z0. 

Для всіх трьох випадків наведено порівняльний аналіз управляючих моментів, траєкторій 

руху та законів зміни швидкостей і прискорень точки М захоплювача маніпулятора. 

Отримані результати можуть бути практично реалізовані в регульованих приводах 

маніпуляторів з контурним управлінням. 
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